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Questao 1. (3,0 pontos) Seja P uma matriz de rotagao de 180° em torno de um eixo arbitrario.
(i) Determine P? sem calculos, refletindo sobre o seu significado. (ii) Sendo A = (I + P)/2 e
B = (I —P)/2, prove que A?> = A e B> = B. (iii) Obtenha a matriz de P na base em que o eixo
de rotagao é o eixo z. (iv) Mostre que as matrizes A e B sao singulares.

Questao 2. Uma esfera rigida homogénea rola sem deslizar sobre um plano horizontal. Se (x,y, R)
sao as coordenadas do centro da esfera em relacao a um sistema (x,y, z) de eixos fixos no espago,
e 0, ¢,1 sdo angulos de Euler de um sistema (2',v’, 2’) de eixos fixos na esfera com origem no seu
centro, os vinculos de rolamento sao

i— R(fsen¢ —thsenfcos) =0 e g+ R(Acosp+Psenfsene) =0.

(a) (1,0 ponto) Se I é o momento de inércia da esfera em relagdo a um eixo passando por seu
centro, mostre que a lagrangiana é

L= T4 ) b (8 0 2 4 200 cost)

(b) (2,0 pontos) Deduza as equagoes de movimento

m:i’:)\l, mjj:)\g,

d . .
[%(qﬁj%bcos@) =0,
1(0 + ¢ sen ) = =M\ Rsen ¢ + Ay Rcos b,
I%(w + ¢ cos ) = Rsen f( Ay cos ¢+ Ay sen ) .
(c) (1,0 ponto) Prove que w, é constante de movimento.

Questao 3. (3,0 pontos) O movimento do sistema abaixo esta restrito a uma linha reta e ndo ha
atrito. Na configuracao de equilibrio, indicada pelas linhas tracejadas, todas as molas tém o mesmo
comprimento natural. (a) Usando as coordenadas indicadas na figura, escreva a lagrangiana e as
equagoes de Lagrange do sistema. (b) Recorrendo apenas a argumentos fisicos, sem fazer célculos,
determine o valor da menor frequéncia caracteristica, wq, e represente graficamente o modo normal
de vibragao correspondente. (c) O segundo modo normal de vibragao, para o qual o = —x1, tem

frequéncia wy = \/(k + 2k)/m. Justifique este valor por argumentos fisicos.
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